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Résumé – Cet article présente une approche numérique simple et aisément implémentable en temps 
réel destinée à l’évaluation de températures pariétales dans des environnements thermiquement, 
chimiquement ou radiologiquement agressifs. La méthode décrite, évaluée sur une solution analytique 
connue de l’équation de la chaleur, présente également l’avantage de s’affranchir des variations des 
propriétés thermiques en fonction de la température. 
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Introduction  
La mesure de la température d’une paroi est souvent délicate, notamment lorsque cette surface 
est en contact avec un milieu extrême, tel qu’une flamme ou un gaz toxique. Pourtant, de la 
capacité à en déterminer l’état thermique dépend souvent la sécurité d’une installation ou d’un 
appareillage. 
Les simulations numériques nécessitent la connaissance des caractéristiques thermiques du 
matériau [1], et notamment de la diffusivité thermique  exprimée en m2/s [2]. Des données 
tabulées sont disponibles dans la plupart des outils de calcul, mais ces derniers se heurtent à 
plusieurs approximations. Dans le matériau réel, du fait de sa fabrication, de son procédé 
d’assemblage, de son vieillissement, les caractéristiques thermiques peuvent être différentes 
des données idéales. La densité peut par exemple varier notablement selon les sources de 
matériaux. La mesure de la diffusivité thermique [3] sur des éprouvettes nécessite la 
fabrication de celles-ci et ajoute une charge expérimentale conséquente. Par ailleurs, les 
propriétés thermiques varient avec la température et l’état de dégradation mécanique du 
matériau. 
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Dans cet article, nous chercherons à déterminer la température pariétale sans utiliser de 
mesure préalable des propriétés thermiques. Pour cela, nous utiliserons un algorithme inverse 
par instrumentation à trois profondeurs dans la masse. 
La validité et les limites de cette approche seront évaluées par comparaison avec une solution 
analytique connue dans le cas d’un signal de température surfacique triangulaire. 
1. Formalisation du problème 
Pour cet article, nous considérons le cas d’un cylindre semi-infini tel que représenté en 
Figure 1. 
 
Figure 1. Cylindre semi-infini et points de mesure 
Ce cylindre est instrumenté au moyen de thermocouple à trois profondeurs (T1, T2, T3) et 
l’objectif sera de déterminer la température T4 en fonction du temps et des trois mesures dans 
la masse. La conduction thermique dans le cylindre est décrite par l’équation de la chaleur 
qui, bien que simple, n’est solvable analytiquement que dans un nombre limité de cas [4]. 
Son expression différentielle est reprise en équation (1) sous sa forme 
monodimensionnelle [5]. 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
= 𝛼
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
 (1) 
La méthode des différences finies permet une discrétisation de cette équation selon un indice 
dimensionnel i et une discrétisation temporelle t en exposant. L’équation (2) en reprend 
l’expression générale [6][7]. 
𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖
𝑛
∆𝑡
=
𝛼
∆𝑥2
[𝜆(𝑇𝑖+1
𝑛+1 − 2𝑇𝑖
𝑛+1 + 𝑇𝑖−1
𝑛+1) + (1 − 𝜆)(𝑇𝑖+1
𝑛 − 2𝑇𝑖
𝑛 + 𝑇𝑖−1
𝑛 )] (2) 
 représente le degré d’implicité du modèle avec = 0 pour un schéma purement explicite, 
= 1 pour un schéma implicite et =½ pour un schéma de Cranck-Nicholson.  
Dans le modèle ici proposé, la représentation sera simplifiée par les variables suivantes : 
𝛽 =
𝛼∆𝑡
∆𝑥2
 (3) 
θ𝑖 = 𝑇𝑖
𝑛+1 + 𝑇𝑖
𝑛 (4) 
θ̅𝑖 = 𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖
𝑛 (5) 
et l’équation (2) devient donc pour =½  
−2𝛽θ𝑖 + 𝛽θ𝑖−1 + 𝛽θ𝑖+1 = 2θ̅𝑖 (6) 
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Dans l’équation (6), les variables sont   et θ4 et nous chercherons à les calculer à partir du 
système suivant : 
{
−2𝛽θ2 + 𝛽θ1 + 𝛽θ3 = 2θ̅2
−2𝛽θ3 + 𝛽θ4 + βθ2 = 2θ̅3
 (7) 
Ce schéma numérique est stable et précis au second ordre et la température pariétale ne 
dépend alors que des mesures temporelles des trois températures de masse. La Figure 2 
représente ce schéma numérique.  
 
Figure 2. Température T4 calculée à partir de sept températures 
Il correspond à un schéma inverse [8][9]. 
Le modèle peut être étendu au cas des sondes non équidistantes, mais le modèle doit alors 
évoluer d’une méthode de Cranck-Nicholson vers un modèle purement implicite [10][11][12].  
 
Figure 3. Schéma implicite, dans le cas de sondes non équidistantes. 
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L’équation suivante en présente la généralisation. 
 
𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖
𝑛
Δ𝑡
= 𝛼
[
 
 
 
 𝜆 (
𝑇𝑖+1
𝑛+1
(Δ𝑥𝑖−1 + Δ𝑥𝑖)(Δ𝑥𝑖)
− 2
𝑇𝑖
𝑛+1
(Δ𝑥𝑖−1. Δ𝑥𝑖)
+
𝑇𝑖−1
𝑛+1
(Δ𝑥𝑖−1 + Δ𝑥𝑖)(Δ𝑥𝑖−1)
) +
(1 − 𝜆) (
𝑇𝑖+1
𝑛
(Δ𝑥𝑖−1 + Δ𝑥𝑖)(Δ𝑥𝑖)
− 2
𝑇𝑖
𝑛
(Δ𝑥𝑖−1. Δ𝑥𝑖)
+
𝑇𝑖−1
𝑛
(Δ𝑥𝑖−1 + Δ𝑥𝑖)(Δ𝑥𝑖−1)
)
]
 
 
 
 
 
 
Θ2̅̅̅̅ = 𝛽′ (
Θ3
(Δ𝑥1 + Δ𝑥2)Δ𝑥2
−
Θ2
Δ𝑥1Δ𝑥2
+
Θ1
(Δ𝑥1 + Δ𝑥2)Δ𝑥1
) 
Θ23̅̅ ̅̅ ̅ = 𝛽′ (
Θ4
(Δ𝑥2 + Δ𝑥3)Δ𝑥3
−
Θ3
Δ𝑥2Δ𝑥3
+
Θ2
(Δ𝑥2 + Δ𝑥3)Δ𝑥2
) 
 
𝛽′ = 𝛼Δ𝑡 
𝜃𝑖 = 2𝜆𝑇𝑖
𝑛+1 + 2(1 − 𝜆)𝑇𝑖
𝑛 
?̅?𝑖 = 𝑇𝑖
𝑛+1 − 𝑇𝑖
𝑛 
 
 
(8) 
2. Validation par une solution analytique 
Parmi les solutions analytiques instationnaires de l’équation de la chaleur, l’une d’entre elles 
concerne une sollicitation thermique triangulaire telle que représentée en Figure 4 [4]. 
 
Figure 4. Cas test à partir d’une solution analytique 
La solution est alors représentée en équation (9) lors de la montée en température. Elle 
devient −2(t − t1)+A lors de la redescente [4] 
Γ(𝑡) =
𝑇 − 𝑇0
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝑇0
= 𝐴𝑡 [(1 +
𝑥2
2𝛼𝑡
)(1 −
2
√𝜋
∫ 𝑒−𝜉
2
𝑥
2√𝛼𝑡
⁄
0
𝑑𝜉) −
𝑥
√2𝛼𝜋𝑡
𝑒−
𝑥2
4𝛼𝑡⁄ ] (9) 
avec 𝑇0 la température initiale homogène du solide, 𝑇𝑚𝑎𝑥 la température maximale de 
l’échelon et 𝐴 la pente. 
La Figure 5 représente la simulation pour une diffusivité thermique de 10
-5
 m²/s et une 
distance de 1mm entre les sondes. 
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Figure 5. Comparaison numérique/analytique avec β=1 
On observe que la température T4 calculée présente la meilleure corrélation avec la solution 
analytique dans le cas d’un coefficient d’implicité de 0,55 légèrement supérieur au coefficient 
de Cranck-Nicholson. 
La sensibilité au bruit est relativement faible dans cette configuration, tant que celui-ci ne 
dépasse pas 1°C sur chacune des voies de mesure (Figure 6). 
 
Figure 6. Effet du bruit sur la précision du modèle (2°C) 
La Figure 7 montre l’influence de l’amplitude du bruit sur le coefficient de corrélation entre le 
modèle analytique et le modèle numérique. 
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Figure 7. Effets du bruit sur la reproduction du signal d’entrée  
Le bruit est généré aléatoirement sur chacune des températures mesurées avec l’amplitude en 
abscisse. Le coefficient de corrélation est celui obtenu à partir de la température pariétale 
théorique non bruitée et les données calculées à partir du signal bruité. 
Conclusion 
Les principaux avantages de cette approche sont de libérer l’expérimentateur de l’acquisition 
bibliographique ou expérimentale des paramètres thermiques, d’être indépendant des 
évolutions de ceux-ci en fonction de la température et de permettre une acquisition temps réel 
avec un calcul suffisamment simple pour être intégré directement sur le site de mesure. 
Le modèle présente une excellente corrélation avec les solutions connues. Toutefois, il 
présuppose que les distances intersondes sont constantes ce qui n’est pas forcément une 
approximation acceptable dans le cas de thermocouples proches les uns des autres. La 
méthode serait toutefois généralisable à des matériaux subissant des déformations, par 
exemple en y intégrant une télémétrie. 
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